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Пояснительная записка

В современной науке и технике математические методы играют всё большую роль. Это обусловлено быстрым ростом вычислительной техники, благодаря которой возможности применения математики при решении инженерных и экономических задач значительно расширяются. 

Математика является фундаментальной дисциплиной. Её преподавание предусматривает: 

- развитие логического и алгоритмического мышления;

- овладение основными методами исследования и решения математических задач;

- выработку умения самостоятельно расширять математические знания и проводить математический анализ прикладных задач.

Настоящее пособие предназначено для студентов-заочников, обучающихся по специальностям экономического направления. Оно содержит общие рекомендации студенту-заочнику по работе над курсом математики, действующую программу курса математики для указанных специальностей, методические указания по темам курса с вопросами для самопроверки и контрольные задания (в тридцати вариантах). В программе также приведен список основной и дополнительной литературы, которая поможет студенту-заочнику самостоятельно изучить основной курс дисциплины «Математика».
Распределение учебного материала курса по семестрам устанавливается учебным планом соответствующих дисциплин и сообщается студентам дополнительно к настоящим указаниям.

Общие рекомендации студенту-заочнику по работе над курсом математики
Основной формой обучения студента-заочника является самостоятельная работа над учебным материалом, которая состоит из следующих элементов: изучение материала по учебникам, решение задач, самопроверка выполнение контрольных работ. В помощь заочникам колледж организовал чтение лекций и практические занятия. Кроме того, студент может обращаться к преподавателю с вопросом для получения устной консультации. Завершающим этапом изучения отдельных частей курса математики является сдача зачётов и экзаменов в соответствии с учебным планом.
1. Чтение учебники
1) Изучая материал по учебнику, следует переходить к следующему вопросу после правильного понимания предыдущего.
2) Особое внимание следует обратить на определение основных  понятий. Студент должен подробно  разобрать  примеры,   которые поясняют такие определения, и уметь привести аналогичные примеры самостоятельно.
3) При изучении материала по учебнику полезно вести конспект, в который                     рекомендуется вписывать   определения, формулировки теорем, формулы, уравнения и т.п. На полях конспекта следует отмечать вопросы, выделенные  для консультации с преподавателям.
4) Выводы, полученные в виде формул, рекомендуется в конспекте подчеркивать или обводить рамкой, что при перечитывании конспекта они выделялись и лучше запоминались. Опыт показывает, что многим студентам помогает в работе составление листа, содержащего важнейшие и наиболее часто употребляемые формулы курса. Такой лист не только помогает запоминать формулы, но и может служить постоянным справочником для студента.
2. Решение задач 
1)Чтение учебника должно сопровождаться решением задач, для чего рекомендуется завести специальную тетрадь. 
2) При решении задач нужно обосновывать каждый этап решения, исходя из теоретических положений курса.

3) Решение задач и примеров следует записывать подробно. Чертежи можно выполнять от руки, но аккуратно и в соответствии с данными условиями. Если чертеж требует особо тщательного выполнения, то следует пользоваться линейкой, транспортиром и указывать масштаб. 

4) Решение каждой задачи должно доводиться до окончательного ответа, которого требует условие, и по возможности в общем виде с выводом формулы. Затем в полученную формулу подставляют числовые значения входящих в неё величин. В промежуточные вычисления не следует вводить приближенные значения корней, числа π и т.д.
5) Полученный ответ следует проверять способами, вытекающими из существа данной задачи. Полезно также, если возможно, решить задачу несколькими способами и сравнить полученные результаты.
6) Решение задач определенного типа нужно продолжать до приобретения твердых навыков в их решении.
3. Самопроверка
1) После изучения определенной темы по учебнику и решения достаточного количества соответствующих задач студенту рекомендуется воспроизвести по памяти определения, выводы формул, формулировки и доказательства теорем, проверяя себя каждый раз по учебнику. Вопросы для самопроверки, приведенные в настоящем пособии, должны помочь студенту в таком повторении, закреплении и проверке прочности усвоения изученного материала. В случае необходимости надо ещё раз внимательно разобраться в материале учебника и порешать задачи.
2) Иногда недостаточность усвоения того или иного вопроса выясняется только при изучении дальнейшего материала. В этом случае надо вернуться назад и повторить плохо усвоенный раздел.
3) Важным критерием усвоения теории является умение решать задачи на пройденный материал. Однако умение решать задачи является необходимым, но не достаточным условием знания теории.
4. Консультации 

1)Если в процессе работы над изучением теоретического материала или при решении задач у студента возникают вопросы, разрешить которые самостоятельно не удается, то он может обратиться к преподавателю для получения от него консультации.
2) В своих запросах студент должен точно указать, в чем конкретно испытывает затруднения.
3) За консультацией следует обращаться и в случае, если возникнут сомнения в правильности ответов на вопросы для самопроверки.
5. Контрольные работы
1) В процессе изучения курса математики студент должен выполнить ряд контрольных работ, главная цель которых - оказать студенту помощь в его работе.
Рецензии на эти работы позволяют студенту судить о степени усвоения им соответствующего раздела курса: указывают на имеющиеся у него пробелы на желательные направления дальнейшей работы.
2) Не следует приступать к выполнению контрольного задания, не решив достаточного количества задач по материалу, соответствующему этому заданию.
3) Контрольные работы должны выполняться самостоятельно. Несамостоятельно выполненная работа не дает возможности преподавателю указать студенту на недостатки в его работе, в результате чего студент не приобретает необходимых знаний и  может оказаться неподготовленным к экзамену или зачету.
4)Прорецензированные контрольные работы вместе со всеми исправлениями  и дополнениями следует сохранить. Без предъявления контрольных работ студент не допускается к сдаче зачета или экзамена.
5) Требования к оформлению контрольной работы:
1. Каждую работу выполняют в отдельной тетради, на обложке которой указывают свою фамилию, имя и отчество, шифр, номер контрольной работы.
2. Пишут на одной стороне листа или на двух, оставляя широкие поля для замечаний рецензента.
3. Условие задачи формулируют достаточно полно и четко.
4. Графическую часть работы выполняют аккуратно с помощью чертежного инструмента.
5. Задачи оформляют по порядку их номеров.
6. Незачтенную работу исправляют в соответствии с замечаниями рецензента и представляют на повторную проверку. Все исправления выполняют в той же тетради после рецензии. Вносить исправления в отрецензированный преподавателем текст не разрешается.
7. Работа выполненная не по своему варианту, не полностью, а также написанную неразборчиво, не рецензируется.
6. Лекции и практические задания
Во время экзаменационных сессий для студентов-заочников читаются лекции и проводятся практические занятия. Они носят преимущественно обзорный характер. Их цель - обратить внимание на общую схему построения соответствующего раздела курса, подчеркнуть важнейшие понятия, указать важнейшие понятия, указать основные практические приложения.
Кроме того, на занятиях могут быть разобраны более подробно наиболее трудные вопросы курса.
7. Зачеты и экзамены
На экзаменах и зачетах выясняется, прежде всего, отчетливое усвоение всех теоретических и практических вопросов программы и умение применять полученные знания к решению практических задач. Определения, теоремы, правила должны формулироваться точно и с пониманием существа дела; решение задач в простейших случаях должно выполняться без ошибок и уверенно, всякая письменная и графическая работа должна быть сделана аккуратно и четко. Только при выполнении этих условий знания могут быть признаны удовлетворяющими требованиям, предъявляемым программой.
При подготовке к экзамену учебный материал рекомендуется повторить по учебнику.
Программа курса математики
Раздел I. Линейная алгебра с элементами аналитической геометрии
Матрицы
1) Матрицы. Сложение матриц, умножения матрицы на число, произведение матриц. Единичная матрица. Обратная матрица.

2) Ранг матрицы. Теорема о ранге матрицы. Матрицы в приложения.

Определители

3) Определители второго и третьего порядков. Их свойства.

4) Определители n-го порядка. Их вычисление.
Системы линейных уравнений

5) Совместность системы. Методы решения систем линейных уравнений.

Аналитическая геометрия на плоскости
1) Прямоугольные и полярные координаты на плоскости; основные задачи. Преобразование координат;
2) Уравнение линии на плоскости. Параметрические уравнения линии; уравнения в полярных координатах. Примеры;

3) Уравнения прямой; основные задачи.
Векторная алгебра

4) Векторы на плоскости и в пространстве. Сложение и вычитание векторов. Умножение вектора на скаляр. Проекции вектора на ось. Система декартовых прямоугольных координат в пространстве. Проекции вектора на оси координат. Направляющие косинусы вектора. Длина и координаты вектора. Действия над векторами, заданными своими координатами;
5) Скалярное произведение двух векторов и его свойства;  векторное произведение; смешанное произведение трех векторов.
Аналитическая геометрия в пространстве

6) Прямоугольные координаты; основные задачи;

7) Уравнение плоскости и уравнения прямой в пространстве; основные задачи.
Раздел II. Дифференциальное исчисление
Функции, предел, непрерывность
9) Переменные и постоянные величины. Функции, область определения; способы задания. График функции и его построение; преобразование графиков. Основные элементарные функции.
10) Предел; основные свойства пределов. Бесконечно малые и бесконечно! большие величины.
11) Замечательные пределы. Число е натуральные логарифмы.
12) Сравнение бесконечно малых; эквивалентные бесконечно малые.
13) Непрерывность функции в точке и на интервале; действия над непрерывными функциями. Формулировка основных свойств функций. Точки разрыва функции.
Производная и дифференциал. Исследование функций
14) Задачи, приводящие к понятию производной. Определение производной, её геометрический и механический смысл; уравнение касательной к графим функции.
15) Основные правила нахождения производных.
16) Дифференциал функции, его геометрический смысл.
17) Производные высших порядков.
18) Функции, заданные параметрически; их дифференцирование.
19) Возрастание и убывание функций; необходимые и достаточные условия.
20) Экстремум функции. Необходимое условие, достаточные условии. Наибольшее и наименьшее значений функции на замкнутом интервале.
21) Выпуклость и вогнутость графика функции; точки перегиба.
22) Асимптоты графиков функций; вертикальные, горизонтальные и наклонные.
Раздел III. Интегральное исчисление
Неопределенный интеграл
23) Первообразная функция и неопределенный интеграл. Основные свойства неопределенного интеграла. Таблица основных интегралов.
24) Непосредственное интегрирование. Интегрирование заменой переменной. Интегрирование по частям. Простейшие типы интегралов.
Определенный интеграл
25) 3адачи, приводящие к понятию определенного интеграла. Определенный интеграл от непрерывной функции как предел интегральной суммы. Основные свойства определенного интеграла.
26) Формула Ньютона-Лейбница.

27) Методы вычисления определенного интеграла.
Приложения определенного интеграла
28) Вычисление площадей в декартовых координатах.  Объем тела по площадям параллельных сечений; объем тела вращения.
29) Определение и вычисление длины дуги плоской кривой.
Раздел IV. Дифференциальные уравнения
Общие понятия. Дифференциальные уравнения I порядка.
30) Задачи геометрического и физического характера, приводящие к дифференциальным уравнениям. Дифференциальные уравнения 1-го порядка. Задача Коши; частное и общее решения.
31) Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. Однородные и линейные уравнения первого порядка. Дифференциальные уравнения второго порядка
32) Общие сведения о линейных дифференциальных уравнениях второго порядка. Структура общего решения.
33) Простейшие дифференциальные уравнения второго порядка.
34) Линейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. Характеристическое уравнение. Общее решение линейного однородного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами.

Методические указания по изучению курса математики
Тема 1. Матрицы
В этом разделе курса студент знакомится с квадратными матрицами второго и третьего порядков. Наряду с ними приходится рассматривать и матрицы более общего вида.

Прямоугольной матрицей называется совокупность m∙n чисел, содержащей m строки и n столбцов. 

Для обозначения матрицы употребляется следующая символика
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 первый индекс i означает номер строки, а второй индекс j – номер столбца.

Матрица А имеет m строк и n столбцов, следовательно, её размерность m×n. 
Если m=n, то матрица называется квадратной порядка n.

Понятие матрицы в современной математики играет важную роль, матрицы применяются в различных разделах математики и её приложениях. Использование матриц при рассмотрении систем линейных уравнений является только одним из примеров такого применения.

Тема 2. Определители

Каждой матрице n-го порядка ставится в соответствии число, которое называется определители (или детерминантом) этой матрицы и обозначается одним из следующих символов:

 
[image: image3.wmf]D

=

=

=

=

D

A

A

a

a

a

a

a

a

a

a

a

nn

n

n

n

n

det

...

...

...

...

...

...

...

...

...

2

1

2

22

21

1

12

11


Определитель 2-го порядка согласно определению вычисляется по формуле
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Для определителя 3-го порядка соответствующая формула имеет вид
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При вычислении определителя 3-го порядка удобно пользоваться правилом треугольника, которое символически можно записать так:
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Согласно первой схемы вычисляются первых три положительных слагаемых, а согласно второй – последних три отрицательных  слагаемых определителя.

Для знакомства с универсальным правилом вычисления определителя любого порядка (четвертого, пятого и т.д.) необходимо знать, что такое минор и алгебраическое дополнение.

Минором  
[image: image7.wmf]ij

М

 элемента 
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 определителя Д называется такой новый определитель, который получается из данного определителя вычеркиванием строки и столбца, содержащих данный элемент определителя:

Например, минор 
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получается, если вычеркнуть из определителя Д первую строку и второй столбец, т.е.
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Алгебраическим дополнением 
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 элемента 
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Таким образом 
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Пример 1. Найти алгебраическое дополнение элемента 
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Теорема о разложения определителя по элементам строки (столбца) формулируется так:

Сумма произведений элементов любой строки (столбца) определителя Д на их алгебраические дополнения равна этому определителю, т.е.
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Пример 2. Вычислите определитель
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Разложим определитель по элементам 1-й строки (т.к. она содержит два нулевых элемента)
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Очень важно хорошо усвоить свойства определителей, так как без их применения практически невозможно вычислить определители высших порядков (выше третьего).

Тема 3. Решение систем линейных уравнений

Остановимся теперь на решении систем линейных уравнений. Студент должен уметь решать системы линейных уравнений методом Гаусса (методом последовательного исключения неизвестных), по формулам Крамера, а также матричным способом.

Метод Гаусса. Он состоит в следующем: систему уравнений приводят к эквивалентной ей системе с треугольной матрицей. Эти действия называют прямым ходом. Из полученной треугольной системы переменные находят с помощью последовательных постановок (обратный ход).

При выполнении прямого хода используют следующие преобразования:

1) умножение или деление коэффициентов при неизвестных и свободных членов на одно и то же число;

2) сложение и вычитание уравнений;

3)  перестановку уравнений системы 

4) Исключение из системы уравнений, в которых все коэффициенты при неизвестных и свободные члены равны 0.

Пример 3. Используя метод Гаусса, решить систему уравнений
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Переставим третье уравнение на место первого:
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Запишем расширенную матрицу 
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Чтобы в 1-м столбце получить 
[image: image28.wmf]0
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, умножим 1-ую строку сначала на (-3), а затем на (-2) и сложим результаты со 2ой  и  3ей  строчками соответственно:
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 Разделим 2-ю строку на 8, полученные результаты умножим и вычтем из 3-й строки:
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Запишем новую эквивалентную систему, которой соответствует расширенная матрица: 
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. Выполняя обратный ход с помощью последовательных подстановок, находим неизвестные:
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Итак, получаем ответ (1; 2; 3)

Правило Крамера. Если определитель системы n линейных уравнений с n неизвестными отличен от нуля, то эта система совместна и имеет единственное решение, которое находится по формуле 
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 где 
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 - определитель системы, а 
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D

 - определитель, получающийся из определителя системы путем замены в нем столбца, состоящего из коэффициентов при 
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, свободными членами.

Пример 4. Решить по формулам Крамера следующую систему линейных уравнений.
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Вычислим определитель системы и определители при неизвестных
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Найдем значения x; y; z по формулам Крамера
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Итак, получаем ответ (1; -1; 2)

Матричный метод. Прежде, чем знакомиться с этим методом, студент должен рассмотреть операцию умножения матриц. Умножение матрицы А на матрицу В возможно лишь в том случае, когда число столбцов матрицы А равно строк матрицы В.

Пусть даны две матрицы А и В:
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Произведением двух матриц А и В, заданных в определенном порядке (А – первая, В – вторая), называется матрицей С, элементы 
[image: image47.wmf]ij

с

 которой определяются по следующему правилу:
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Иначе говоря, чтобы получить элемент, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца матрицы-произведения, нужно все элементы i-той строки матрицы А умножить на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В и полученные произведения сложить.

Пример 5. Найти произведение матриц А и В, если
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Найдем каждый элемент матрицы-произведения.
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Следовательно, 
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Из определения произведения матриц видно, что если возможно умножение матрицы А на матрицу В, то отсюда, вообще говоря, не следует возможность умножения матрицы В на матрицу А. И даже если оба произведения АВ и ВА одновременно существуют, то не обязательно АВ=ВА.

В том случае, когда АВ = ВА, то матрицы А и В называются перестановочными.

 Матрица В называется обратной для матрицы А, если их произведение АВ = ВА = Е, где
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 - единичная матрица.

Матрица В, обратная к матрице А, обозначается через А-1.

В рекомендуемой литературе указаны формулы, по которым можно построить матрицу А-1 для квадратной матрицы порядка n. Причем установлено, что А-1 существует в том и только в том случае, если 
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, где 
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 - алгебраическое дополнение элемента 
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. Остановимся теперь на решении систем линейных уравнений матричным методом. Пусть дана система n линейных уравнений с n неизвестными 
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 определитель которой отличен от 0.

Используя понятие произведения матриц, эту систему можно записать в виде АХ = В, где
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 - матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных;
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 -   вектор-столбец из неизвестных;
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 -   вектор-столбец из свободных членов.

Уравнение АХ = В называют системой линейных уравнений в матричной форме.

Т.к. 
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, т.е уравнение, которое представляет собой решение данной системы.

Пример 6. Решить матричным способом систему уравнений
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Составим матричное уравнение АХ = В, где
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 и решим его указанным способом. Находим 
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Составим матрицу: 
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 и транспонируем её: 
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Запишем обратную матрицу: 
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Следовательно, 

[image: image73.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

=

-

5

3

4

13

23

10

9

4

9

1

3

1

9

1

9

2

3

2

9

2

9

4

3

1

1

В

А

Х


Итак, решение системы уравнений есть х1=4, х2=3, х3=5.

Вопросы для самопроверки

1) Что называется матрицей?

2) Что называется определителем и каковы его основные свойства?

3) Что называется минором и алгебраическим дополнением?

4) Каковы способы вычисления определителей 2го, 3го, …n-го порядков?
5) Напишите формулы Крамера. В каком случае они применимы?

6) В чем состоит сущность метода Гаусса?
7) Какие действия производятся над матрицами? Дайте определение каждого из них и перечислите их свойства.
8) Какая матрица называется обратной для данной матрицы и как её можно найти?
9) В чем сущность матричного метода решения систем линейных уравнений?

Тема 4. Аналитическая геометрия на плоскости

1. Координаты точки.
В аналитической геометрии точка на плоскости определяется парой чисел - координатами точки; точка считается заданной, если заданы ей координаты.

Благодаря этому любая геометрическая задача сводится к задаче алгебраической, относящейся к координатам рассматриваемых точек.

Пример 1. На оси ординат найти точку, удаленную от точки А (4;-1) на 5 единиц.

Решение: Пусть М (х;у) - искомая точка.
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Следовательно, задача сводится к определению двух неизвестных х и у, для чего необходимо иметь систему двух уравнений относительно этих неизвестных. Составим такую систему, исходя из условий задачи. Т.к. точка лежит на оси ординат, то, очевидно, х=0. С другой стороны, расстояние AM должно быть равно 5; следовательно,
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. Итак, мы пришли к следующей системе уравнений: 
  х=0
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Решив эту систему, получим у1 = 2 и у2 = - 4. Следовательно, существует две точки Mi(0;2) и М2(0;-4), удовлетворяющие условию задачи.

Студенту рекомендуется сделать чертеж к рассмотренной задаче.

Следует заметить, что решение задач в аналитической геометрии проводится алгебраическим путем, и никакие ссылки на чертеж не могут служить обоснованием решения задачи. Чертеж и геометрические построения служат вспомогательным средством, облегчающим решение задачи. Поэтому рекомендуется сопровождать решения задач чертежами. Это замечание о роли чертежа в аналитической геометрии распространяется и на теоретические вопросы.

2. Линии и их уравнения.
Понятие уравнения линии является дальнейшим развитием метода координат.

Линия определяется уравнением, связывающим координаты любой точки линии. Составление уравнения линии заключается в алгебраической записи свойства, характеризующего эту линию как множество точек.

Пример 2. Найти центр и радиус окружности, проходящей через точки А(1;5), В(- 4;0) и С(4;- 4). Написать её уравнение.

Решение. Пусть R - радиус искомой окружности, а её центр находится в точке (а;b) тогда уравнение окружности можно записать в виде (х-а)2 +(y-b)2 =R2 . Т.к. точки А, В, С лежат на окружности, то их координаты удовлетворяют этому уравнению
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Вычитая из 2го уравнения сначала 1ое, а затем последнее, получаем


[image: image78.wmf]0

16

8

16

0

10

10

10

=

-

-

=

-

-

b

a

b

a

, или    
[image: image79.wmf]2

2

1

=

-

=

+

b

a

b

a


Отсюда находим, что а=1, b=0, R=5. Таким образом, искомая окружность имеет уравнение (x-1)2+y2=25, её центр С(1 ;0), а радиус R=5.

3. Прямая
В декартовой системе координат прямая может быть представлена уравнением первой степени Ах+Ву+с=0 и наоборот, всякое уравнение первой степени при А и В, не равных 0 одновременно, определяет на плоскости некоторую прямую.

Прямая на плоскости может задаваться по-разному:

у=кх+b — уравнение прямой с угловым коэффициентом; у-уо=к (х-xо) - уравнение прямой, проходящей через заданную точку Мо (хo;уо).
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 - уравнение прямой, проходящей через две точки M1(x1;y1) и М2(х2;у2)
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 - уравнение прямой в отрезках.

Пример 3. Дан треугольник ABC с вершинами А(-1;1), С(3;-2), В(1;5). Найти уравнения его сторон.


Пример 4. Найти уравнение биссектрис угла, образованного прямыми 2х+у-2=0 и 2х+4у+9=0. Проверить, что биссектрисы перпендикулярны.

Решение. По свойству биссектрисы расстояние любой её точки М(х;у) до сторон угла одинаковы. Находим эти расстояния и приравниваем их.
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Получено уравнение, которому удовлетворяет любая точка М(х;у), лежащей на искомых биссектрисах. Учитывая, что из 
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 следует а=b или а=-b, получим

два уравнения биссектрис:
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Их угловые коэффициенты k1 = 1, k2 = -1 удовлетворяют условию кхк2 =-1, т.е. биссектрисы перпендикулярны.

Вопросы для самопроверки

1) Написать уравнение декартовых осей координат.

2) Написать различные виды уравнений прямой на плоскости. Сделать соответствующие чертежи. Объяснить геометрический смысл параметров, входящих в уравнение прямой.

3) Как выражаются координаты середины отрезка через координаты его концов?

4) Как убедиться, что данная точка лежит на данной прямой?

5) Как найти точку пересечения двух линий, заданных своими уравнениями?

6) Сформулируйте условия параллельности и перпендикулярности двух прямых.

7) Как найти расстояние от данной точки до данной прямой, заданной уравнением общего вида?

Тема 5. Векторы

Понятие вектора используется как в самой математике, так и в её приложениях и в смежных дисциплинах. В настоящей теме студент познакомится с алгеброй векторов, определяемых как направленные отрезки. Однако в современной математике понятие вектора является более широким и позже будет рассмотрено более общее определение вектора.

Вопросы для самопроверки

1) Что называется вектором и как он изображается?

2) Как складываются векторы и что называется их суммой?

3) Что называется координатами вектора?

4) Как определяется вычитание векторов, умножение вектора на число?

5) Что называется скалярным произведением двух векторов? Каковы его свойства и геометрический смысл?

6) Что называется векторным произведением 2х векторов? Каковы его свойства и геометрический смысл?

7) Что называется смешанным произведением векторов? Каковы его свойства и геометрический смысл?

8) Как  производятся различные действия над векторами, заданными координатами?

9) Как выражаются в координатах векторов условия их коллинеарности, перпендикулярности, компланарности?

Тема 6. Аналитическая геометрия в пространстве

1. Поверхность и линии.
Положение точки в пространстве определяется тройкой чисел - координатами точки; точка считается заданной, если заданы её координаты. В аналитической геометрии линии и поверхности изучаются алгебраическим методом - с помощью их уравнений. Поверхность в пространстве определяется уравнением F(x;y;z) = O, связывающим координаты любой точки поверхности. Составление уравнения поверхности состоит в алгебраической записи свойства, характеризующего эту поверхность как геометрическое место точек. Принадлежность точки данной поверхности устанавливается тем, что координаты этой точки превращают в тождество уравнение поверхности.

2. Плоскость и прямая.
Каждое линейное уравнение в декартовых координатах х, у, z определяет плоскость. Обратно, всякой плоскости в пространстве соответствует линейное уравнение.

В силу этого уравнения 1ой степени Ax + By + Cz + D = 0, где А, В, С не равны одновременно нулю, называется общим уравнением плоскости. Существуют и другие уравнения плоскости

А(х-х0) + B(y-y0) + C(z-z0) = 0 - уравнение плоскости, проходящей через заданную точку M0(x0;y0;z0) перпендикулярно вектору 
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 - уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки M1(x1;y1;z1), M2(x2;y2;z2), M3(x3;y3;z3).
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 - уравнение плоскости в отрезках и т.д.

Пример 1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки М1(1;2;3), М2(4;-1;-2), М3(4;0;3)
Решение. Пусть M(х,y,z)- произвольная точка плоскости. Тогда векторы 
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(3;-2;0) компланарны, поэтому
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Раскрывая определитель, получим

-10x-15у + 3z + 31 = 0

Это и есть искомое уравнение.

3. Прямая линия и плоскость.
Прямая линия обычно задается в пространстве как пересечение двух плоскостей и поэтому определяется двумя линейными уравнениями в декартовой системе координат

A1x + B1y + C1z + D1 = 0

A2x + B2y + C2z + D2 = 0

Одну и ту же прямую можно определить пересечением различных пар плоскостей. Так называемые канонические уравнения прямой 
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 соответствуют выбору в качестве такой пары плоскостей, параллельных координатным осям.

Наряду с координатной записью уравнений прямой линии используется и их векторная запись. Обе эти формы уравнений прямой равносильны. Приступая к решению какой-либо задачи, следует решить, какой из форм удобнее пользоваться в данном конкретном случае.

Пример 2. Привести к каноническому виду уравнения прямой

x-2y + z-1 = 0
3x-y-z + 2 = 0
Искомые уравнения должны иметь вид 
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Найдем точку, принадлежащую искомой прямой. Для этого, положив, например, х = 0 и подставив его в данную систему, найдем у и z.
у = 1, z = 3. Итак, (·)М(0;1;3) принадлежит искомой прямой. 
Найдем направляющий вектор 
[image: image94.wmf]S
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Векторы 
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(1;-2;1) и 
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(3;1;-1) перпендикулярны соответственно двум данным плоскостям. Они перпендикулярны и линии их пересечения, т.е. вектору 
[image: image97.wmf]S

r

 = (m,n,p)
Поэтому, 
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Итак, уравнение прямой в каноническом виде 
[image: image99.wmf]7
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Пример 3. Через прямую 
[image: image100.wmf]1
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 провести плоскость:

а) параллельную плоскости x-y + z-1 = 0; б) перпендикулярную этой плоскости.

Решение.

а) Задача будет иметь решение, если только прямая параллельна данной плоскости. Условие параллельности прямой и плоскости Ат + Вп + Ср = 0. В нашем случае это имеет место, т.к. 1·3 + (-1) · 2 + (-1) · 1 = 0.

Пусть уравнение искомой точки имеет вид А1 (х - а) + В1 (у - b) + С1 (z - с) = 0. Из условия параллельности плоскостей заключаем, что 
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, т.е. можно положить А1=1, 
В1 = -1, С1 = 1

Т.к. плоскость должна проходить через заданную прямую, то (·)М(-5;1;-3) принадлежит искомой плоскости, поэтому в искомом уравнении плоскости можно положить а = -5, 
b = 1, с = -3
Итак, искомое уравнение имеет вид (х + 5) - (у -1) + (z + 3 = 0) или х- у + z + 9 = 0
б) Искомая плоскость проходит через (·)M(-5;1;-3). Мы возьмем её уравнение в виде
А1 (х + 5) + В1 (у -1) + С1 (z + 3) = 0. Из условия перпендикулярности вытекает, что вектор 
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 перпендикулярен вектору 
[image: image103.wmf]2
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(1;-1;1). Искомая плоскость будет перпендикулярна и вектору 
[image: image104.wmf]l

 = (3;2;1). Поэтому можно принять что 
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. Уравнение искомой плоскости имеет вид 

- 3(х + 5) + 2(у -1) + 5(z + 3) = 0 или 3x-2y-5z + 2 = 0.

Вопросы дли самопроверки

1) Каким характерным признаком отличается уравнение плоскости и декартовых координатах от уравнений других поверхностей?

2) Написать различные виды уравнений плоскости.

3) Как располагается плоскость относительно осей координат, если в ее уравнении отсутствуют те или иные члены?

4) Написать канонические, параметрические общие уравнения прямой м пространстве. Как перейти от общих уравнений к каноническим и, наоборот?

5) Как определяется угол между 2-мя плоскостями; между двумя прямыми между прямой и плоскостью?

6) Каковы условия параллельности и перпендикулярности двух плоскостей; двух прямых, прямой и плоскости в пространстве?

7) Как найти точку пересечения прямой и плоскости?
Тема 7. Введение в анализ
При изучении этой темы студент должен познакомиться с некоторыми основными понятиями математического анализа:
а) понятие функции;

б) по данному графику 
[image: image107.wmf])
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 строятся графики функций 
[image: image108.wmf]).
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При изучении теории пределов студент должен уяснить, что в определении предела функции не учитывается значение функции в предельной точке, которое может даже не существовать. Именно на этом основана возможность преобразований выражения функции под знаком предела, тождественных лишь в достаточно малой окрестности точки х0, из которой сама точка х0 исключена.
Пример 1. Найти 
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В этом случае ни числитель, ни знаменатель не имеют предела, т.к. они неограниченно возрастают. Произведем преобразование выражения под знаком предела, поделив числитель и знаменатель на х3:
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 т.к. 
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 - величины бесконечно малые.
Пример 2. Найти 
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Функция 
[image: image115.wmf]3
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 элементарная, но при х0=3 она не определена и поэтому разрывна в этой точке. Попытаемся выделить общий множитель (х-3) и сократить на него аналитическое выражение, считая, что 
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Итак, 
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Вопросы для самопроверки

1) Сформулируйте определение предела последовательности, предела функции на бесконечности и в точке.

2) Как связано понятие предела функции с понятиями ее пределов слева и справа?

3) Какая функция называется бесконечно малой и каковы ее основные свойства? 
4) Какая функция называется бесконечно большой и какова ее связь с бесконечно малой?

5) Докажите основные теоремы о пределах функций.

6) Докажите «первый и второй замечательные пределы».

7) Сформулируйте определения непрерывности функции в точке и на отрезке. Какие точки называются точками разрыва функции?

Тема 8. Производная и дифференциалы

В результате изучения этой темы студент должен знать определение производной, правила нахождения производной от всех видов функций, сложной в том числе, понимать сущность логарифмического дифференцирования, уметь дифференцировать неявно заданные функции.
Пример 1. Найти производную функции у=(х3-5х+7)9
Решение: Обозначив и=х3-5х+7, получим у=и9
Найдем 
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Итак, имеем 
[image: image121.wmf])
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Пример 2. Найти производную функции х2 +ху-2у3+5=0
Решение: Очевидно (х2 +ху-2у3+5)=0 
[image: image122.wmf]Þ

 2х+у+ху´-6у2·у´=0
Надо разрешить это уравнение относительно у´ т.е. у´=
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Пример 3. Найти производную от функции 
[image: image124.wmf])

1

(

)

1

(

4

2

3

-

+

=

х

х

х

х

у


Прологарифмируем обе части данного равенства и упростим правую, применив свойства логарифмической функции ln 
[image: image125.wmf];
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После дифференцирования полученного соотношения имеем 
[image: image128.wmf])
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.
Вопросы для самопроверки
1) Сформулируйте определение производной. Каковы ее механический и геометрический смысл?

2) Выведите формулы производных суммы, произведения, частного двух функций.

3) Выведите формулы дифференцирования
1) сложной функции;
2) постоянной величины;
3) тригонометрических и логарифмических функций;
4) степенной функции;

5) показательной функции;

6) обратных тригонометрических функций.

4) Сформулируйте и докажите теоремы Роля и Лагранжа.

5) Сформулируйте определение дифференциала функции.

6) В чем заключается свойство инвариантности формы дифференциала функции?

7) На чем основано применение дифференциала в приближенных вычислениях?

Тема 9. Приложения производной для исследования функций

Общее исследование функции и построение ее графика удобно проводить по следующей схеме:

1) найти область определения функции;

2) исследовать функцию на четность, периодичность;

3) найти точки пересечения графика функции с осями координат;
4) найти интервалы непрерывности функции и, тем самым, точки разрыва функции.

Если х0 – есть точка разрыва 2 го рода, то прямая х=х0 есть вертикальная асимптота функции. Для выяснения поведения функции в окрестности точек разрыва необходимо найти односторонние пределы функции в точках разрыва;

5) исследовать функцию на монотонность и экстремум;

6) исследовать функцию на выпуклость, вогнутость, перегиб;

7) найти наклонные асимптоты функции.

Иногда при построении графика функции полезно найти и нанести несколько дополнительных точек. Часто необходимо дополнительно исследовать поведение функции на бесконечности, т.е. найти пределы.
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Основными ориентирами при построении графика функции являются асимптоты, точки кривой, соответствующие максимуму функции, точки перегиба графика функции, точки пересечения с осями координат. Строить график функции удобно параллельно проводимым исследованием.

Пример 1. Провести полное исследование и построить график функции 
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Решение:

1. Область определения функции – множество 
[image: image132.wmf])
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2. Функция не является четной или нечетной, т.к. 
[image: image133.wmf])
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3. Точки пересечения графика функции с осями координат:

при х=0 у=-1;

при у=0 х=
[image: image135.wmf]2
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4. Данная функция элементарная, поэтому непрерывна в своей области определения. Точка х=1 в которой функция не определена, является точкой разрыва функции 2 го рода, т.к. 
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 Прямая х=1 – вертикальная асимптота графика функции.

5. Исследуем функцию на монотонность и экстремум: 
[image: image137.wmf]0
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 при х=0, 
[image: image138.wmf]у
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 не существует при х=1, но х=1 области определения функции не принадлежит. Составим таблицу по результатам исследования.
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6. Исследуем кривую на выпуклость и вогнутость и найдем её точки перегиба.
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[image: image148.wmf]y
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Составим таблицу.
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7. Найдем наклонные асимптоты функции. Уравнение наклонной асимптоты 
[image: image157.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image158.wmf]b
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Таким образом, у=0 горизонтальная асимптота 

8. По полученным данным строим график функции

Функция y=f(x), непрерывная  на отрезке [a,b] достигает на нем как наименьшее, так и наибольшее значение. Эти значения принимаются ею либо на концах отрезка, либо внутри отрезка в критических точках функций. Поэтому можно предположить следующее правило отыскания наибольшего и наименьшего значений функции:
1) найти лежащие внутри отрезка [a,b] критические точки функции;

2) вычислить в них ее значения;

3) вычислить значения функции на концах отрезка;

4) из полученного набора чисел выбираем наибольшего и наименьшего. Они и будут искомыми наибольшими и наименьшими значениями функции.
При решении задач практического характера на экстремум можно придерживаться следующей схемы: выбрать независимую переменную, исходя из условия задачи, и установить область ее изменения; представить исследуемую величину как функцию выбранного аргумента; затем найти критические точки функции и установить наличие экстремума в них. 
Пример 2. Требуется изготовить закрытый цилиндрический бак объемом V. Какими должны быть его радиус и высота, чтобы на изготовление бака ушло наименьшее количество листовой стали.
Решение: Пусть R и H – радиус и высота цилиндра соответственно. Чтобы на изготовление бака пошло наименьшее количество стали, полная поверхность бака должна быть наименьшей.

Sполн.=2πRH+2πR2. По условии задачи дан объем бака V. С другой стороны, V=πR2H, откуда выразим высоту 
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 и подставим в формулу полной поверхности. Тогда Sполн=
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Исследуем на экстремум S(R) как функцию радиуса, при этом 
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[image: image167.wmf]¥
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 при R=0,  но при R=0, очевидно, никакого бака изготовить нельзя. Так как 
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 при любых R, то при 
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 функция S(R) имеет минимум.
Высота цилиндра при этом равна 
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Вопросы для самопроверки

1) Сформулируйте определения возрастающей и убывающей на отрезке функции.

2) Выведите достаточный признак возрастания (убывания) функции.

3) Сформулируйте два правила для отыскания экстремумов функции.

4) Как найти наибольшее и наименьшее значения функции? Всегда ли они существуют?

5) Сформулируйте определения выпуклости и вогнутости линии, точек перегиба. Как находятся интервалы выпуклости (вогнутости) и точки перегиба?
6) Сформулируйте определение асимптоты линии. Как находятся вертикальные и невертикальные асимптоты линии, заданной уравнением y=f(x).

7) Изложите схему общего исследования функции и построения ее графика.

Тема 10. Неопределенный интеграл

Интегрирование есть операция обратная дифференцированию, т.е. отысканию производной. При этом следует отметить одно существенное обстоятельство. По определению, функция F(x) называется первообразный для f(x) на некотором промежутке, если во всех точках этого промежутка 
[image: image172.wmf]).
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Однако, это определение не указывает способа непосредственного нахождения первообразной по ее производной. Поэтому возникает вопрос: как выразить первообразную для данной элементарной функции и для различных функций.
Вообще говоря, ответить на этот вопрос трудно, но, опираясь на хорошо разработанный алгоритм дифференцирования элементарных функций, во многих случаях удается восстановить по заданной функции f(x) ее первообразную F(x). К этому и сводятся все методы интегрирования, рассматриваемые в настоящей теме.
Алгоритм интегрирования основан на свойствах производной и формулах дифференцирования. Поэтому студенту рекомендуется перед изучением настоящей темы повторить таблицу производных и правила дифференцирования. Следует выучить на память таблицу интегралов. Отыскание неопределенных интегралов сводится к приведению их путем последовательных преобразований к табличным, если это возможно.

В процессе преобразования используются основные методы интегрирования: подстановка, интегрирование по частям, разложение интеграла на сумму интегралов.

Навыки интегрирования можно приобрести только в процессе решения большого количества задач. Причем нужно выбирать наиболее целесообразный в данном случае способ интегрирования, т.е. такой способ, который дает простое и короткое решение. Следует также иметь ввиду, что различные способы интегрирования могут привести к различным аналитическим выражениям для первообразной. Но различные аналитические выражения с помощью тождественных преобразований сводятся либо одно к другому, либо они отличаются друг от друг на постоянное слагаемое. Поэтому, продифференцировав полученный ответ, студент должен получить подинтегральную функцию.
Пример 1. Найти 
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Первый способ. Применив метод разложения, получим 
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Второй способ. Подстановка х+1=и дает dx=du, откуда  
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Покажем, что различные первообразные отличаются на  постоянную 
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. Видим, что неопределенные интегралы в точности совпадают, но одна и та же первообразная получается из этих двух выражений при различных значениях постоянных слагаемых: 
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Надо иметь ввиду, что поставленная задача о выражении первообразной для данной элементарной функции в элементарных же функциях не всегда разрешима: во многих случаях выразить первообразную через элементарные функции невозможно. Это такие интегралы как 
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 и т.д. эти и им подобные интегралы определяют новые виды функций, отличных от элементарных.

Пример 2. Найти 
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 Используем способ подстановки.

Пусть 
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Пример 3. Найти интеграл: 
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Используем способ интегрирования по частям. Положим 
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И используя формулу интегрирования по частям, получим 
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Вопросы для самопроверки

1) Дайте определение первообразной функции.

2) Укажите геометрический смысл первообразных функций. Что называется неопределенным интегралом?

3) Напишите таблицу основных интегралов.

4) Докажите простейшие свойства неопределенного интеграла.

5) Изложите основные методы интегрирования:
1) непосредственное интегрирование;

2) интегрирование способом подстановки;

3) интегрирование по частям.

Тема 11. Определенный интеграл

При вычислении определенного интеграла 
[image: image188.wmf]ò
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 нужно найти соответствующий неопределенный интеграл, в полученное его выражение подставим вместо х сначала верхний, а затем нижний пределы определенного интеграла и из первого результата подстановки вычесть второй, т.е.

[image: image189.wmf]ò

-

=

=

b

a

b

a

a

F

b

F

x

F

dx

x

f

)

(

)

(

)

(

)

(


Пример 1. Вычислить 
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Решение: 
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При вычислении определенного интеграла методом замены переменной возможны два пути: либо, найдя первообразную функции вернуться к первоначальной переменной и уже потом применить формулу Ньютона-Лейбница; либо совершая подстановку, соответственно изменить и пределы интегрирования. Более целесообразным в большинстве случаев является второй путь.

Пример 2. Найти 
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Положим 
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Найдем пределы интегрирования по переменной и
и1=1-0=1
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Используя все замены, данный интеграл можно переписать следующим образом 
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Пример 3. Вычислить 
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Решение: Подинтегральная функция 
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 - есть четная функция (как произведение двух нечетных функций), поэтому 
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[интегрируем по частям]
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Пример 4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
[image: image202.wmf].
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Искомая площадь, видно из рисунка, состоит из двух площадей: Sфиг. = SAOD+SOBC.

Согласно геометрического смысла производной 
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[image: image204.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image205.wmf]ò
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Таким образом, вся искомая площадь Sфиг.=
[image: image206.wmf]4
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Вопросы для самопроверки

1) Дайте определение определенного интеграла и укажите его геометрический смысл.

2) Докажите основные свойства определенного интеграла.
3) Выведите формулу:
1) замены переменной в определенном интеграле;
2) интегрирование по частям.

4) Выведите формулу трапеций для приближенного вычисления определенного интеграла.

5) Сформулируйте правило Симпсона для приближенного вычисления определенного интеграла.
Тема 12. Дифференциальные уравнения

При изучении этой темы студент должен, прежде всего, хорошо усвоить основные понятия теории дифференциальных уравнений: определение дифференциального уравнения, теорему существования и единственности решения дифференциального уравнения первого порядка, её геометрический смысл.

В приложениях часто требуется найти частное решение дифференциального уравнения по заданным начальным условиям (задача Коши).

Следует отметить, что далеко не все дифференциальные уравнения допускают интегрирование в конечном виде, т.е. не всегда решение, если оно существует, может быть выражено через элементарные функции или интегралы от них. Поэтому студент должен хорошо знать основные типы интегрируемых дифференциальных уравнений первого порядка, таких, как уравнения с разделяющимися переменными, однородные, линейные. Особо важный раздел представляют собой линейные уравнения с постоянными коэффициентами. Для них существует хорошо разработанная теория, и студент должен четко знать и уметь записывать общее решение линейных однородных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами в зависимости от корней характеристического уравнения.
Пример 1. Составить уравнение кривой, проходящей через точку А(1;0), если известно, что угловой коэффициент касательной в каждой её точке равен 
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Решение: На основании геометрического смысла производной 
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В полученном уравнении 
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Разделяем переменные: 
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Интегрируя это уравнение, найдем 
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. Умножив почленно на (-1), получим 
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Из последнего уравнения следует 
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Возвращаясь к прежней функции у, будем иметь 
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Подставляя координаты точки А в найденное общее решение, получим 
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Итак, искомое уравнение кривой имеет вид 
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Пример 2. Найти общее решение уравнения 
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Решение: Разделив все члены данного уравнения на 
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Положим 
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Подставим эти значения у и у´ в уравнение (1) и получим 
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Сгруппируем члены, содержащие, например, 
[image: image229.wmf]J

 и вынесем 
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Выберем функцию и так, чтобы выражение в скобках обращалось в нуль, т.е. чтобы 
[image: image232.wmf])
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Тогда уравнение (2) примет вид 
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Решаем уравнение (3) как уравнение с разделяющимися переменными 
[image: image234.wmf]2
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Интегрируем, получаем 
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Подставив значение функции и в уравнении (4), найдем 
[image: image237.wmf]2
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Заменив в подстановке 
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 функции и и 
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 их выражениями, получим искомое общее решение данного уравнения 
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Пример 3. Найти частное решение уравнения 
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Решение: Запишем данное уравнение в виде 
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 в последнее уравнение: 
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Сгруппируем члены, содержащие 
[image: image251.wmf]J

 и вынесем 
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за скобки: 
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Найдем функцию и такую, что 
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=

-

x

u

dx

du

 (2)
Тогда уравнение (1) примет вид 
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Решаем уравнение (2) как уравнение с разделяющимися переменными 
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, откуда после интегрирования 
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Подставим значение функции 
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 в уравнение (3) найдем 
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Отсюда 
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Итак, общим решением данного уравнения является функция 
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Находим частное решение, удовлетворяющее начальному условию 
[image: image264.wmf]2
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Следовательно, искомым частным решением является функция 
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Пример 4. Найти частное решение уравнения 
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, удовлетворяющее начальным условиям: 
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Решение: Составляем характеристическое уравнение 
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Таким образом, искомым частным решением является функция 
[image: image277.wmf]x

x

e

e

y

4

3

2

-

-

-

=

.

Вопросы для самопроверки

1) Дайте определения дифференциального уравнения первого порядка и его общего и частного решения. Сформулируйте задачу Коши для дифференциального уравнения первого порядка и укажите её геометрический смысл.
2) Дайте геометрическое истолкование дифференциального уравнения первого порядка, выясните геометрический смысл общего и частного решения.

3) Дайте определение дифференциального уравнения с разделяющимися переменными. Изложите метод нахождения его общего решения.

4) Дайте определение однородного дифференциального уравнения первого порядка. Изложите метод нахождения его общего решения.

5) Дайте определение линейного дифференциального уравнения первого порядка. Изложите метод нахождения его общего решения.

6) Дайте определения уравнения Бернулли. Изложите метод нахождения его общего решения.

Задачи для контрольных заданий 
1) Дана система линейных уравнений. Доказать её  совместность и решить тремя способами: 1) методом Гаусса; 2) средствами матричного исчисления; 3) методом Крамера. (Таблица 1)

2) Найти произведение матриц А и В, если
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 (Таблица 2).

3) Дана матрица А. Найти ей обратную (А-1) и установить, что 
[image: image279.wmf]Е
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.(Таблица 3)

4) Вычислить определитель матрицы А. (Таблица 4)
5) Дан параллелограмм АВСД, три вершины которого заданы. Найти четвертую вершину и острый угол параллелограмма. (Таблица 5).

6) Найти длину высоты АД в треугольнике с вершинами А, В, С и написать уравнение перпендикуляра, опущенного из точки С на прямую АВ (Таблица 6).

7) Вычислить пределы (не пользуясь правилом Лопиталя) (Таблица 7).
8) Исследовать функцию и построить её график (Таблица 8).

9) Вычислить определенные интегралы (Таблица 9).
10) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями (Таблица10)

Таблица 1. 
	Вариант
	Система линейных уравнений
	Вариант
	Система линейных уравнений
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Таблица 2.

	Вариант
	Матрица В
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	Матрица В

	1
	
[image: image310.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

7

1

1

2

5

В


	16
	
[image: image311.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

5

1

1

2

2

В



	2
	
[image: image312.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

1

4

2

3

3

1

1

2

2

В


	17
	
[image: image313.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

3

1

1

2

4

В



	3
	
[image: image314.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

2

4

2

3

3

1

1

2

2

В


	18
	
[image: image315.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

4

1

1

2

4

В



	4
	
[image: image316.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

2

1

1

2

1

В


	19
	
[image: image317.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

1

4

2

3

4

1

1

2

2

В



	5
	
[image: image318.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

2

4

2

3

5

1

1

2

3

В


	20
	
[image: image319.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

2

1

1

2

5

В



	6
	
[image: image320.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

1

4

2

3

3

1

1

2

1

В


	21
	
[image: image321.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

1

4

2

3

2

1

1

2

2

В



	7
	
[image: image322.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

5

4

2

3

4

1

1

2

3

В


	22
	
[image: image323.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

1

4

2

3

3

1

1

2

2

В



	8
	
[image: image324.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

4

1

1

2

3

В


	23
	
[image: image325.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

7

1

1

2

2

В



	9
	
[image: image326.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

2

3

0

3

4

2

3

3

1

1

1

2

В


	24
	
[image: image327.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

2

3

3

3

4

2

3

7

0

1

2

6

В



	10
	
[image: image328.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

2

1

1

1

1

2

3

0

3

1

2

2

В


	25
	
[image: image329.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

7

1

1

2

5

В



	11
	
[image: image330.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

4

3

4

2

3

7

5

1

2

3

В


	26
	
[image: image331.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

3

1

3

4

2

3

3

1

1

0

7

В



	12
	
[image: image332.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

6

1

3

4

0

3

7

1

1

2

10

В


	27
	
[image: image333.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

2

3

1

3

0

2

0

7

1

1

2

5

В



	13
	
[image: image334.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

7

3

1

3

4

3

3

4

1

1

2

0

В


	28
	
[image: image335.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

0

3

1

3

4

3

3

0

1

1

0

9

В



	14
	
[image: image336.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

2

0

1

3

8

2

3

0

3

1

2

5

В


	29
	
[image: image337.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

0

1

3

0

2

3

3

1

1

1

10

В



	15
	
[image: image338.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

2

0

1

3

4

2

3

3

1

1

2

3

В


	30
	
[image: image339.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

2

3

1

5

4

3

3

7

1

1

2

2

В




Таблица 3. 

	Вариант
	Матрица А
	Вариант
	Матрица А
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Таблица 4.
	Вариант
	Матрица А
	Вариант
	Матрица А
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Таблица 5. 

	Вариант
	А
	В
	С

	1
	(1; 2; 3)
	(4; -1; 2)
	(-5; 2; 7)

	2
	(-1; 2; -3)
	(3; -6; -2)
	(-4; -5; 1)

	3
	(6; -3; -1)
	(-7; 5; 3)
	(0; 3; -4)

	4
	(5; -4; 2)
	(5; 0; -3)
	(-1; 10; -2)

	5
	(7; -2; 4)
	(-3; -4; 2)
	(6; -3; -3)

	6
	(-4; -3; 5)
	(2; -5; 6)
	(-2; 3; -5)

	7
	(4; 2; -3)
	(-5; 6; -4)
	(-2; -3; 4)

	8
	(-4; 5; -2)
	(-1; -5; -8)
	(3; -2; 4)

	9
	(-5; -3; -2)
	(3; -4; -5)
	(4; 2; 3)

	10
	(-3; 2; 6)
	(-4; -5; -2)
	(1; -3; -5)

	11
	(3; -1; -2)
	(2; -4; 1)
	(7; 5; 2)

	12
	(3; 1; 2)
	(-2; 3; -4)
	(2; -4; -3)

	13
	(-1; 2; -3)
	(3; -3; 5)
	(-4; 4; 3)

	14
	(2; 3; -4)
	(-3; -5; 2)
	(-2; -1; 7)

	15
	(4; -5; 2)
	(2; -3; -4)
	(-3; 6; -3)

	16
	(5; -4; -3)
	(6; 2; -5)
	(-5; -2; 3)

	17
	(-3; 4; 2)
	(-4; -5; 6)
	(4; -2; -3)

	18
	(-2; -4; 5)
	(-8; -1; -5)
	(4; 3; -2)

	19
	(6; -3; 2)
	(-5; 3; -4)
	(3; 4; 2)

	20
	(2; 6; -3)
	(-2; -4; -5)
	(-5; 1; -3)

	21
	(3; -1; -2)
	(1; 2; -4) 
	(2; 7; 5) 

	22
	(2; 3; 1) 
	(-4; -2; 3) 
	(-3; 2; -4) 

	23
	(-3; -1; 2) 
	(5; 3; -3) 
	(3; -4; 4) 

	24
	(-4; 2; 3) 
	(2; -3; -5) 
	(7; -2; -1) 

	25
	(2; 4; -5) 
	(-4; 2; -3) 
	(-3; -3; 6) 

	26
	(-3; 5; -4) 
	(-5; 6; 2) 
	(3; -5; -2) 

	27
	(2; -3; 4) 
	(6; -4; -5) 
	(-3; 4; -2) 

	28
	(5; -2; -4) 
	(-5; -8; -1) 
	(-2; 4; 3) 

	29
	(-3; -2; -5) 
	(-4; -5; 3) 
	(2; 3; 4) 

	30
	(-2; -5; -3) 
	(-5; -2; -4) 
	(-3; -5; 1) 


Таблица 6.
	Вариант
	А
	В
	С

	1
	(3; 4)
	(2; -1)
	(1; -7)

	2
	(-4; -5)
	(3; 3)
	(5; -2)

	3
	(-3; 5)
	(4; -3)
	(-2; -4)

	4
	(3; -2)
	(-5; -4)
	(-1; 6)

	5
	(2; 5)
	(-3; 4)
	(-4; -2)

	6
	(-3; 2)
	(-2; -5)
	(6; -1)

	7
	(-6; -4)
	(3; -7)
	(1; 2)

	8
	(2; 1)
	(-7; 3)
	(-4; -3)

	9
	(-3; -4)
	(-6; 7)
	(-1; 1)

	10
	(4; -5)
	(2; 2)
	(7; 4)

	11
	(-3; 4)
	(-2; -1)
	(-1; -7)

	12
	(4; -5)
	(-3; 3)
	(-5; -2)

	13
	(3; 5)
	(-4; -3)
	(2; -4)

	14
	(-3; -2)
	(5; -4)
	(1; 6)

	15
	(-2; 5)
	(3; 4)
	(4; -2)

	16
	(3; 2)
	(2; -5)
	(-6; -1)

	17
	(6; -4)
	(-3; -7)
	(-1; 2)

	18
	(-2; -1)
	(7; 3)
	(4; -3)

	19
	(3; 4)
	(6; 7)
	(1; 1)

	20
	(-4; -5)
	(-2; 2)
	(-7; 4)

	21
	(3; -4)
	(2; 1)
	(1; 7)

	22
	(-4; 5)
	(3; -3)
	(5; 2)

	23
	(-3; -5)
	(4; 3)
	(-2; 4)

	24
	(3; 2)
	(-5; 4)
	(-1; -6)

	25
	(2; -5)
	(-3; -4)
	(-4; 2)

	26
	(-3; -2)
	(-2; 5)
	(6; 1)

	27
	(-6; 4)
	(3; 7)
	(1; -2)

	28
	(2; 1)
	(-7; -3)
	(-4; 3)

	29
	(-3; 4)
	(-6; -7)
	(-1; -1)

	30
	(4; 5)
	(2; -2)
	(7; -4)


Таблица 7.
	Варианты
	Пределы

	1
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Таблица 8.
	Варианты
	Функция
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Таблица 9.

	Варианты
	Интегралы
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Таблица 10.
	Варианты
	Уравнения линий
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